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摘要

狭义相对论改变了经典力学中关于时间、空间和物理量变换的基本认识。本文

从时空均匀性、空间各向同性、相对性原理以及光速不变原理出发，推导洛伦兹变

换及其四维几何结构，并讨论四维张量、洛伦兹群、李代数、旋量表示和庞加莱对称

性。文章由三维运动学扩展到四维速度、四维力、角动量、自旋和 Pauli–Lubanski
四矢量，以 Fermi–Walker 输运定义加速观察者的非自转标架，并介绍 Rindler 坐
标、相对论刚性及相关思想实验。协变电动力学部分通过作用量推出洛伦兹力和麦

克斯韦方程，分析均匀电磁场中的粒子轨迹、Liénard–Wiechert推迟场及相对论辐
射，并以电磁场、尘埃和完美流体的能量–动量张量表述局域守恒。文章还利用洛
伦兹不变量讨论二体衰变、散射和反应阈值，结合多类实验考察相对论依据，最后

以固有时泛函、经典悖论和 Gâteaux 变分讨论世界线、因果结构与自由粒子运动。
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1 引言

1.1 研究背景

牛顿力学把时间看作对所有观察者共同流逝的绝对参数，把空间看作承载物质运

动的独立背景。若惯性系 S ′ 相对 S 沿 x 轴以速度 v 匀速运动，经典力学采用伽利略

变换

x′ = x− vt, y′ = y, z′ = z, t′ = t. (1.1)

它保证牛顿第二定律在惯性系间形式不变，也给出经典速度合成律 u′ = u− v。

问题出现在电磁理论中。麦克斯韦方程预言真空电磁波以

c =
1

√
ε0µ0

(1.2)

传播[1]。相对性原理要求电磁定律在所有惯性系中保持相同形式，因此方程中的特征速

度在各惯性系中都应为 c。若一束光在 S 中满足 x = ct，式(1.1)会给出 x′ = (c− v)t′，

即 S ′ 中的光速为 c− v；相应地，麦克斯韦方程在伽利略变换下不能保持原有形式。历

史上，人们曾用“以太”解释光的传播，但迈克耳孙–莫雷实验没有发现预期的以太风
效应[2]。爱因斯坦在 1905 年把相对性原理和光速不变原理提升为基本出发点[3]，由此

改变了惯性系之间的时空变换。

1.2 研究目的与内容

本文旨在说明狭义相对论如何从惯性系之间的坐标变换发展为一套协变的物理理

论。全文围绕以下问题展开：相对性原理和光速不变怎样确定洛伦兹变换？闵可夫斯

基度规、光锥和固有时如何刻画时空几何？洛伦兹群与庞加莱群如何组织连续对称性

及其守恒量？四维张量、作用量和能量–动量张量怎样统一表述粒子、场与连续介质的
动力学？这些结构又如何落实为可检验的运动学效应、电磁现象和实验结果？

文章依次考察洛伦兹变换的推导、闵可夫斯基时空、洛伦兹群及其李代数、庞加莱

对称性、相对论运动学与动力学、协变电动力学、经典极限和实验验证。进一步讨论旋

量与自旋、Fermi–Walker 输运、加速参考系、相对论碰撞、电磁辐射、局域守恒和固
有时变分，并通过双生子佯谬、杆库悖论和 Bell 飞船等思想实验澄清同时性、刚性与
因果结构。全文以经典狭义相对论为主线；旋量、Pauli–Lubanski 四矢量和 Unruh 效
应用于说明理论向相对论量子理论延伸的接口，不展开完整的量子场论推导。

1.3 历史发展与研究脉络

狭义相对论经过多个阶段逐步形成。洛伦兹在研究运动介质中的电磁现象时建立

了后来以其命名的坐标变换；庞加莱进一步强调相对性原理和这些变换的群性质；爱
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因斯坦则摆脱以太图景，从两个基本原理出发重建运动学。1908 年，闵可夫斯基把时
间与空间统一为四维几何结构[4]。本文沿着“洛伦兹变换—时空几何—连续对称性—协

变动力学—实验检验”的逻辑考察这一理论结构。

1.4 符号与约定

全文采用度规号差 (+,−,−,−)，四维坐标记为 xµ = (ct, x, y, z)。希腊指标 µ, ν =

0, 1, 2, 3，重复的上下指标按爱因斯坦约定求和；粗体如 v、p 表示三维矢量。除特别

说明外，m 表示不随参考系改变的静质量。

2 狭义相对论的基本原理

2.1 两个基本原理

狭义相对论通常建立在两个基本原理之上：

1. 相对性原理：所有惯性参考系中的物理定律具有相同形式，不存在可由内部物理
实验识别的“绝对静止系”。

2. 光速不变原理：真空光速在所有惯性参考系中均为 c，与光源或观察者的匀速运

动状态无关。

这两个原理允许不同观察者对时间和长度给出不同数值。光速不变要求不同惯性

系采用各自的时间与空间划分。

2.2 坐标变换的基本假设

时空均匀性意味着变换不应依赖某一特殊时刻或位置，因此惯性系间的坐标变换

具有仿射形式；两系共同原点的约定可消去常数项，使其化为线性变换。空间各向同

性意味着不存在优先方向；相对性原理还要求正变换和反变换具有相同结构。本文采

用标准构型：S ′ 相对 S 以速度 v 沿 x 轴正方向运动，两系原点在 t = t′ = 0 时重合，

如图1所示。

x

y

O

x′

y′

O′

v = vx̂ O′ 在 S 中满足

x = vt

图 1: 标准构型下的两个惯性参考系。
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3 洛伦兹变换的推导

3.1 一般线性形式

时空均匀性意味着惯性系之间的坐标变换不能显含事件发生的位置和时刻，因此

变换首先具有仿射形式。本文约定两参考系的原点在 t = t′ = 0 时重合，仿射变换中的

常数项随之消失，坐标变换化为线性形式。在一维运动情形下，先写成

x′ = αx+ β1t, t′ = δx+ ϵt,

其中各系数只依赖两参考系的相对速度 v。S ′ 的原点满足 x′ = 0，其在 S 中的世界线

为 x = vt。把 x = vt 代入空间变换，可得 β1 = −αv。令 A = α，空间变换写为

x′ = A(x− vt). (3.1)

对于时间坐标，线性条件允许它同时依赖 t 和 x。重新记系数 B = ϵ、D = δ，得到

t′ = Bt+Dx, (3.2)

这种写法尚未假定空间式和时间式具有相同系数，后续将利用光速不变和相对性原理

确定 A,B,D。

3.2 利用双向光传播条件

先考察沿 +x 方向传播并经过共同原点的光。它满足 x = ct 和 x′ = ct′。代入

式(3.1)、(3.2)得
A(c− v) = c(B + cD). (3.3)

对于沿 −x 方向传播的光，有 x = −ct 且 x′ = −ct′，从而

A(c+ v) = c(B − cD). (3.4)

两式相加、相减可得

B = A, D = −Av

c2
. (3.5)

因此

x′ = A(x− vt), t′ = A
(
t− vx

c2

)
. (3.6)

时间坐标中必须出现空间坐标 x。这一结构直接来自光速不变和线性要求。
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3.3 利用反变换确定洛伦兹因子

相对性原理要求反变换把相对速度 v 替换为 −v。暂时把反变换系数写成 A(−v)：

x = A(−v)(x′ + vt′). (3.7)

空间各向同性意味着将 x 轴反向不会改变变换的尺度因子，故 A(−v) = A(v) = A。把

式(3.6)代入上式，得到

x = A2

(
1− v2

c2

)
x. (3.8)

因此

A =
1√

1− v2/c2
≡ γ, (3.9)

方程同时允许 A = ±(1− v2/c2)−1/2。本文采用两参考系坐标轴同向、时间方向一致且

单位相同的约定，因此 v = 0 时应有 x′ = x、t′ = t，即 A(0) = 1。再要求 A(v) 随 v

连续变化，便选定正根，这个选择固定了坐标的空间取向和时间取向。定义

β =
v

c
, γ =

1√
1− β2

, (3.10)

标准构型中两坐标系的对应坐标轴彼此平行，相对运动只沿 x 方向发生。绕 x 轴的旋

转对称性排除了横向坐标之间的特殊方向和横向坐标与 x, t 的混合，因此可先写成

y′ = C(v)y, z′ = C(v)z.

反变换给出 C(v)C(−v) = 1，空间各向同性又要求 C(−v) = C(v)，所以 C(v)2 = 1。结

合 C(0) = 1 以及 C(v) 对速度的连续性，可得 C(v) = 1。因此 y′ = y、z′ = z，标准洛

伦兹变换为

x′ = γ(x− vt),

t′ = γ
(
t− vx

c2

)
,

y′ = y, z′ = z.

(3.11)

与式(1.1)相比，关键差异是 t′ 6= t。
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4 闵可夫斯基时空与不变量

洛伦兹变换表明，惯性系变换会同时改变空间坐标和时间坐标。例如，x′ 同时依

赖 x 与 t，t′ 也同时依赖 t 与 x。单独讨论三维空间中的位置已经无法完整描述这种变

换。闵可夫斯基的几何表述把事件的时间和空间信息合并到四维时空中，使洛伦兹变

换可以被理解为时空坐标系之间的几何变换。本节先建立这一几何结构，再考察其中

保持不变的量与因果关系。

4.1 事件、四维坐标与世界线

物理事件是发生在某一时刻和某一位置的局域现象，例如粒子的发射、探测器的

一次计数或两束粒子的碰撞。在给定惯性系中，一个事件由四个坐标 (t, x, y, z) 标记。

为了使时间分量与空间分量具有相同量纲，把时间乘以光速 c，定义事件的四维坐标

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z). (4.1)

上标 µ = 0, 1, 2, 3 用于统一表示四个分量，其中 x0 = ct 是时间分量，(x1, x2, x3) =

(x, y, z) 是空间分量。这里的四维写法表达坐标之间的变换关系，没有把时间与空间视

为完全相同的物理量；两者的差别将体现在度规的符号中。

粒子随时间运动时会经历一系列连续事件。这些事件在四维时空中形成一条曲线，

称为粒子的世界线：
xµ = xµ(λ), (4.2)

其中 λ 是描述曲线上位置的参数。静止粒子的世界线沿时间方向延伸，匀速粒子的世

界线在时空图中是一条直线。光的世界线满足 |dr|/ dt = c，构成因果结构的边界。

4.2 时空间隔、闵可夫斯基度规与指标记号

欧氏空间中两点距离由 dl2 = dx2+ dy2+ dz2 给出，并在空间旋转下保持不变。狭
义相对论需要一个在洛伦兹变换下保持不变的四维量。对两个邻近事件，定义时空间

隔

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (4.3)

时间项与空间项符号不同，时空因而具有伪欧氏几何结构。为了把这种几何结构写成

四维形式，引入号差为 (+,−,−,−) 的闵可夫斯基度规

ηµν = ηµν = diag(1,−1,−1,−1). (4.4)

式(4.1)中的 xµ 是四维坐标的逆变分量。度规把它变为协变分量：

xµ = ηµνx
ν = (ct,−x,−y,−z), xµ = ηµνxν . (4.5)
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这一运算称为指标的下降与上升。上标和下标对应逆变分量与协变分量，空间分量在

升降指标时改变符号。

本文采用爱因斯坦求和约定：同一项中的某个指标出现两次，并且一次在上、一次

在下时，默认对它从 0 到 3 求和。因此式(4.3)可以写为

ds2 = ηµν dxµ dxν . (4.6)

其中 µ、ν 都是被求和的哑指标，可以改用其他字母。只出现一次的指标称为自由指

标，张量等式两侧必须具有相同的自由指标。后文使用的拉丁指标 i, j, k 只取空间分量

1, 2, 3。例如，两个四维矢量 Aµ 和 Bµ 的闵可夫斯基内积为

AµB
µ = ηµνA

µBν = A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3. (4.7)

度规由此规定四维内积，并决定时空间隔的正负分类。

把式(3.11)直接代入，可验证

c2 dt′2 − dx′2 = c2 dt2 − dx2. (4.8)

由于 y′ = y、z′ = z，四维间隔也满足

ds′2 = ds2. (4.9)

因此所有惯性观察者对同一对事件的时空间隔给出相同数值。坐标时间和空间距离会

随参考系改变，二者按照式(4.3)组成的时空间隔保持不变。

对类时世界线，可由时空间隔定义固有时间

dτ =
ds
c

=

√
dt2 − |dr|2

c2
. (4.10)

固有时间由沿该世界线运动的时钟直接测量。它为后文定义四维速度和相对论动量提

供与参考系无关的参数。第五部分将把间隔不变性写成矩阵条件，并据此讨论洛伦兹

群。

4.3 间隔分类与因果结构

根据 ∆s2 的符号，事件间隔可分为：

• ∆s2 > 0：类时间隔。存在一个惯性系使两个事件发生在同一地点，此时 ∆s2 =

c2∆τ 2。速度低于光速的粒子可以依次经过这两个事件，因此它们可以具有因果

联系。

• ∆s2 = 0：类光间隔。两个事件位于同一条光线上，只能由以光速传播的信号连
接。光锥正是由相对于原点具有类光间隔的事件组成。
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• ∆s2 < 0：类空间隔。存在一个惯性系使两个事件同时发生。连接它们需要超光
速信号，因此狭义相对论不允许二者形成因果联系。

间隔的符号具有洛伦兹不变性，所以事件分类不会因惯性系改变。对类时或类光

事件，所有保持时间方向的惯性系都同意两个事件的先后次序；对类空事件，不同惯性

系可以给出不同的先后次序，这不会造成因果矛盾，因为两事件之间不存在因果信号。

图2展示了一维空间中的光锥。原点 O 表示选定的参考事件。未来光锥包含能够受

到 O 影响的事件，过去光锥包含能够影响 O 的事件，光锥外部为类空区域。洛伦兹变

换会改变坐标轴的方向，但保持光线 x = ±ct 以及三个区域的划分，因而保持因果结

构。

x

ct
x = ctx = −ct

未来光锥

过去光锥

类空区域类空区域

O

类时事件

类空事件

图 2: 闵可夫斯基时空中的光锥及事件分类。
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5 洛伦兹群、李代数与庞加莱对称性

5.1 沿坐标轴的变换矩阵

将作用在四维坐标列向量上的变换矩阵记为 Λ，其矩阵元写作 Λµ
ν。沿 x 轴的洛

伦兹变换可写成

x′µ = Λµ
νx

ν , (5.1)

其中

Λ(v) =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (5.2)

矩阵形式把一次坐标变换表示为对四维列向量的线性作用。连续进行两次变换对应矩

阵乘法，反变换对应逆矩阵。这种表示适合讨论任意方向的运动以及多次变换的复合。

第四部分已经得到 ds′2 = ds2。利用

dx′ = Λ dx, ds2 = dxTη dx, (5.3)

可将间隔不变写成

dxTΛTηΛ dx = dxTη dx. (5.4)

该等式对任意四维位移 dx 成立，因此

ΛTηΛ = η. (5.5)

以 ct–x 子空间为例，记

Λ2 =

(
γ −βγ

−βγ γ

)
, η2 =

(
1 0

0 −1

)
. (5.6)

直接相乘得到

ΛT
2 η2Λ2 =

(
γ2(1− β2) 0

0 −γ2(1− β2)

)
= η2, (5.7)

其中使用了 γ2(1− β2) = 1。

5.2 四维张量与微分算符

式(5.5)给出了洛伦兹矩阵 Λ的度规不变条件。在此基础上可以系统定义四维张量。

若 V µ 是逆变四矢量，Wµ 是协变四矢量，则洛伦兹变换下分别有

V ′µ = Λµ
νV

ν , W ′
µ = (Λ−1)νµWν . (5.8)
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度规不变性保证升降指标与洛伦兹变换相容。更一般地，具有 r 个上指标和 s 个下指

标的张量按照每个指标分别乘以相应变换矩阵，例如

T ′µν = Λµ
ρΛ

ν
σT

ρσ. (5.9)

一个上指标和一个下指标的缩并在洛伦兹变换下保持不变。因此 VµV
µ 是标量，T µ

µ 是

二阶张量的迹。

对时空坐标求偏导可定义协变四维梯度

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,∇
)
, ∂µ =

(
1

c

∂

∂t
,−∇

)
. (5.10)

两次缩并得到达朗贝尔算符

□ = ∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∇2. (5.11)

它是洛伦兹标量算符。波动方程 □ϕ = 0因而在所有惯性系中具有相同形式。后文的四

维电流守恒、麦克斯韦方程和能量–动量守恒都使用这些张量与微分规则。

5.3 任意方向的洛伦兹推动

设 S ′ 相对 S 的速度为三维矢量 v，定义

β =
v

c
, β = |β|, γ =

1√
1− β2

. (5.12)

把位置矢量分解为平行和垂直于 v 的两部分：

r = r∥ + r⊥, r∥ =
β · r
β2

β. (5.13)

沿运动方向的分量服从一维洛伦兹变换，垂直分量保持不变，因此

ct′ = γ (ct− β · r) ,

r′ = r +
γ − 1

β2
(β · r)β − γβ ct.

(5.14)

式(5.14)可写为分块矩阵

Λ(v) =

 γ −γβT

−γβ I3 +
γ − 1

β2
ββT

 . (5.15)

这里 I3 是三维单位矩阵，ββT 是 3×3外积矩阵。当 v 沿 x轴时，式(5.15)化为式(5.2)。
当 β → 0 时，含 β−2 的项按其连续极限理解，整个矩阵趋于四维单位矩阵。



5 洛伦兹群、李代数与庞加莱对称性 14

5.4 引入快度的动机

速度的相对论合成包含分式结构。对于同一直线上的速度，直接使用 v 会使连续

变换的计算较繁琐。洛伦兹因子满足

γ2 − (βγ)2 = 1, (5.16)

这一关系与双曲恒等式 cosh2 φ− sinh2 φ = 1 具有相同形式。因此定义快度 φ：

tanhφ = β, coshφ = γ, sinhφ = βγ. (5.17)

沿 x 轴的推动在 ct–x 子空间中写为

B(φ) =

(
coshφ − sinhφ

− sinhφ coshφ

)
. (5.18)

利用双曲函数加法公式可以直接验证

B(φ2)B(φ1) = B(φ1 + φ2). (5.19)

快度把同向推动的复合转化为普通加法。再由

β = tanh(φ1 + φ2) =
β1 + β2

1 + β1β2

(5.20)

得到同向速度合成律

v =
v1 + v2

1 + v1v2/c2
. (5.21)

在 ct–x平面中，推动的形式类似欧氏平面中的旋转；旋转使用三角函数并保持 x2+y2，

推动使用双曲函数并保持 c2t2 − x2[5-6]。

5.5 洛伦兹群的定义与性质

根据式(5.5)，所有满足
ΛTηΛ = η (5.22)

的实 4× 4 矩阵组成洛伦兹群 O(1, 3)。群结构包含以下四条性质：

1. 封闭性：若 Λ1、Λ2 ∈ O(1, 3)，则

(Λ2Λ1)
Tη(Λ2Λ1) = ΛT

1 (Λ
T
2 ηΛ2)Λ1 = η, (5.23)

所以 Λ2Λ1 ∈ O(1, 3)。

2. 结合律：矩阵乘法满足 (Λ3Λ2)Λ1 = Λ3(Λ2Λ1)。

3. 单位元：四维单位矩阵 I4 满足 IT
4 ηI4 = η，且 I4Λ = ΛI4 = Λ。
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4. 逆元：由式(5.22)可得
Λ−1 = ηΛTη. (5.24)

沿固定方向的推动满足 B−1(φ) = B(−φ)，对应相对速度反向。

对式(5.22)取行列式可得 (detΛ)2 = 1，因此 detΛ = ±1。满足 detΛ = 1 的变换称

为正洛伦兹变换（proper Lorentz transformation）；进一步满足 Λ0
0 ≥ 1 的变换保持时

间方向，称为正时变换。与恒等变换连续相连的部分记为 SO+(1, 3)，其中包含通常的

空间旋转和速度推动。形如 diag(1, R)、R ∈ SO(3) 的矩阵构成空间旋转子群。

洛伦兹群具有非交换性。对不同方向的两个推动，一般有 Λ2Λ1 6= Λ1Λ2。它们的复

合通常包含一个额外的空间旋转，这一效应称为维格纳旋转。恒等分支 SO+(1, 3)中的

任意变换都可由空间旋转与速度推动组合得到；完整的 O(1, 3) 还包含空间反演、时间

反演及其组合等离散变换。群结构由此统一描述参考系变换的连续变化、复合与求逆。

5.6 无穷小变换与洛伦兹李代数

群的有限变换说明坐标如何发生整体改变；李代数则研究恒等变换附近的无穷小

变化。它能够用有限个生成元编码连续群的局部结构，并把多次微小变换的复合转化

为生成元之间的对易关系。令

Λ = I4 + Ω+O(Ω2), (5.25)

其中 Ω 是无穷小矩阵。将其代入式(5.5)并保留一阶项，得到

ΩTη + ηΩ = 0. (5.26)

定义 Ωµν = ηµρΩ
ρ
ν，上式等价于

Ωµν = −Ωνµ. (5.27)

四维反对称矩阵具有 4× 3/2 = 6 个独立分量。因此洛伦兹群有六个连续生成元，其中

三个对应空间旋转，另外三个对应沿空间方向的推动。

把洛伦兹代数的生成元记为 Mµν = −M νµ。无穷小变换可写为

Λ = I4 −
i
2
ωµνM

µν +O(ω2), (5.28)

其中 ωµν 是实的反对称参数。定义旋转生成元和推动生成元

Ji =
1

2
ϵijkM

jk, Ki = M0i, (5.29)

则它们满足
[Ji, Jj] = iϵijkJk,

[Ji, Kj] = iϵijkKk,

[Ki, Kj] = −iϵijkJk.

(5.30)
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第一式是三维旋转代数，第二式说明推动生成元在旋转下按三维矢量变换。第三式中

的负号体现闵可夫斯基度规的非欧氏性质，也表明不同方向的推动不对易；连续执行

两个不同方向的推动会产生额外的空间旋转。这正是前述维格纳旋转在李代数层面的

来源[7]。

5.7 从生成元到有限变换

李代数描述恒等元附近的变化，指数映射把生成元恢复为有限变换。采用上述生

成元约定，恒等分支中靠近单位元的变换可表示为

Λ(θ,φ) = exp [−i (θ · J +φ ·K)] , (5.31)

其中 θ 是旋转参数，φ 是推动的快度参数。纯粹沿 x 方向的推动写为

Bx(φ) = exp(−iφKx). (5.32)

在四维矢量表示中展开这个指数，便得到式(5.2)中的双曲函数矩阵。由此可见，快度的
可加性来自同一生成元所形成的单参数子群。对于不同方向的生成元，由于 [Ki, Kj] 6=
0，一般不能把两个指数直接合并为参数之和。

5.8 洛伦兹群的旋量表示

本小节属于洛伦兹对称性在量子理论中的延伸。四维矢量和普通张量可分解为洛

伦兹群的整数自旋表示，半整数自旋粒子则需要使用旋量。正时正洛伦兹群 SO+(1, 3)

的双覆盖群为 SL(2,C)：两个相差整体负号的 SL(2,C) 矩阵对应同一个洛伦兹变换。
其两个基本二维表示分别对应左手和右手Weyl旋量，二者组合后形成四分量 Dirac旋
量。

旋量在空间旋转 2π 后可以改变符号，在旋转 4π 后恢复原值，这一变换性质无法

由普通四维矢量表示获得。旋量表示解释了相对论量子理论中半整数自旋的群论来源；

完整推导还需要狄拉克方程和场量子化，本文不再展开[7]。

5.9 庞加莱群：加入时空平移

洛伦兹变换保持时空原点不动，但时空均匀性还允许改变坐标原点。把洛伦兹变

换与常量四维平移 aµ 结合，得到

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ. (5.33)

所有这类变换组成庞加莱群。若把群元素记为 (Λ, a)，连续施加 (Λ1, a1) 和 (Λ2, a2) 可

得

(Λ2, a2)(Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2) . (5.34)
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平移部分在复合时受到洛伦兹矩阵作用，所以庞加莱群具有半直积结构

ISO(1, 3) = R1,3 ⋊O(1, 3). (5.35)

若只考虑与恒等变换连续相连并保持空间、时间方向的变换，相应部分为

R1,3 ⋊ SO+(1, 3). (5.36)

庞加莱群共有十个连续参数：四个时空平移参数、三个空间旋转参数和三个推动参数。

5.10 庞加莱代数与守恒量

将四维平移的生成元记为 P µ。庞加莱代数除包含洛伦兹代数外，还满足

[P µ, P ν ] = 0, (5.37)

以及

[Mµν , P ρ] = i (ηνρP µ − ηµρP ν) . (5.38)

式(5.37)说明四个方向的平移彼此交换；式(5.38)说明 P µ 在洛伦兹变换下构成四维矢

量。后文定义的四维动量正是时空平移生成元的物理实现。

连续对称性与守恒量之间的联系由诺特定理给出。对于庞加莱不变的孤立系统，主

要对应关系为能量和三维动量因而自然组合为四维动量 P µ = (E/c,p)。其洛伦兹不变

表 1: 庞加莱对称性及其对应守恒量。

连续对称性 对应守恒量

时间平移 能量 E

空间平移 三维动量 p

空间旋转 角动量 J

洛伦兹推动 推动荷，与系统质心运动相关

量 P µPµ 将在第七部分写成粒子的质量壳关系。庞加莱对称性由此把时空几何、动力

学守恒律和粒子物理量连接起来[7-8]。

5.11 诺特定理与庞加莱流

上表给出了对称性与守恒量的对应关系，诺特定理还能把这种对应写成局域方程。

设场 ϕa(x) 的作用量为

S =
1

c

∫
L(ϕa, ∂µϕa) d4x. (5.39)
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对常量时空平移 xµ 7→ xµ + ϵµ，拉格朗日密度没有显含坐标时，可得到正则能量–动量
张量

T µ
ν =

∑
a

∂L
∂(∂µϕa)

∂νϕa − δµνL, (5.40)

使用场的欧拉–拉格朗日方程后，该张量满足

∂µT
µ
ν = 0. (5.41)

在边界通量消失时，守恒四动量为

P ν =
1

c

∫
T 0ν d3x, (5.42)

其中 P 0 = E/c。因子 1/c 来自本文采用的坐标 x0 = ct。

无穷小洛伦兹变换同时改变坐标和场分量。相应的总角动量流可写为

J λµν = xµT λν − xνT λµ + Sλµν , ∂λJ λµν = 0, (5.43)

其中 Sλµν 是场的内禀自旋流；标量场的该项为零。这些守恒方程同样是在场方程成立

时得到的。向正则能量–动量张量加入一个超势项的散度，可以构造对称的 Belinfante–
Rosenfeld 能量–动量张量；该改进只改变局域密度的表达，在适当边界条件下不改变
式(5.42)定义的总四动量，并把轨道角动量流与自旋流重新组合。这里的局域守恒式为
后文电磁场及物质的能量–动量平衡提供一般框架[7-8]。

6 洛伦兹变换的物理效应

6.1 同时性的相对性

对两个事件取坐标差，洛伦兹变换给出

∆t′ = γ

(
∆t− v∆x

c2

)
. (6.1)

若两个异地事件在 S 中同时，即 ∆t = 0 且 ∆x 6= 0，则

∆t′ = −γ
v∆x

c2
6= 0. (6.2)

因此“异地同时”依赖参考系。图3中，S 的同时线为水平线，S ′ 的同时线与 x′ 轴平

行，两者方向不同。

6.2 时间膨胀

固有时间 ∆τ 是由与两个事件处于同一地点的时钟测得的时间。若时钟静止于 S ′，

两个事件都发生在这只时钟所在的位置，因此 ∆x′ = 0 且 ∆t′ = ∆τ。由反变换

∆t = γ

(
∆t′ +

v∆x′

c2

)
(6.3)
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x

ct
ct′

x′

t =常量

t′ =常量

c2t2 − x2 = 4 x = ct

AB

图 3: β = 0.6 时的闵可夫斯基图。ct′ 轴满足 x = βct，x′ 轴及其平行线满足 ct =

βx+常量；绿色双曲线表示不变间隔。

可得

∆t = γ∆τ. (6.4)

因为 γ ≥ 1，相对于时钟运动的参考系测得的时间间隔更长。这一结论描述同一对事件

在不同参考系中的坐标时间比较，与光传播造成的视觉延迟无关。

6.3 长度收缩

物体的固有长度 L0 是在物体静止系中测得的长度。设杆静止于 S ′，则 L0 = ∆x′。

在 S 中测量运动杆长度必须同时记录两端位置，即 ∆t = 0。由

∆x′ = γ(∆x− v∆t) (6.5)

得到

L =
L0

γ
. (6.6)

长度收缩只发生在运动方向，并且与同时性的相对性密切相关。该参考系中的长度要

求同时记录物体两端的位置。
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6.4 三维速度变换

对式(3.11)取微分，有

dx′ = γ(dx− v dt), dt′ = γ

(
dt− v dx

c2

)
. (6.7)

因此平行于参考系相对运动方向的速度满足

u′
x =

ux − v

1− uxv/c2
. (6.8)

横向坐标不变，但时间微分发生变化，因此另外两个分量为

u′
y =

uy

γv(1− uxv/c2)
, u′

z =
uz

γv(1− uxv/c2)
, (6.9)

其中 γv = (1− v2/c2)−1/2。令 ux = c 且 uy = uz = 0，立即得到 u′
x = c。当所有速度远

小于 c 时，分母和 γv 均趋近 1，三维公式恢复经典速度合成律。

6.5 三维加速度变换

加速度变换可由式(6.8)和式(6.9)对 t′ 求导得到。记

D = 1− uxv

c2
, a =

du
dt ,

则

a′x =
ax

γ3
vD

3
,

a′y =
ayD + axuyv/c

2

γ2
vD

3
,

a′z =
azD + axuzv/c

2

γ2
vD

3
.

(6.10)

三维加速度的平行与横向分量具有不同变换因子。即使某一参考系中的加速度只沿横

向，另一参考系中的速度与加速度关系也会受到同时性和时间变换的共同影响。

6.6 四波矢与相位不变性

洛伦兹变换不仅作用于粒子的时空坐标，也作用于波的频率和传播方向。考虑相

位为

Φ = k · r − ωt (6.11)

的平面波，其中 ω 是角频率，k 是三维波矢。同一个波峰对应同一物理事件，因此不

同惯性观察者必须对该事件给出相同相位。定义四波矢

kµ =
(ω
c
,k
)
, (6.12)
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便可将相位写成洛伦兹标量

Φ = −kµx
µ. (6.13)

相位不变要求 kµ 按四维矢量变换。真空中的光满足色散关系 ω = c|k|，所以

kµkµ =
ω2

c2
− |k|2 = 0. (6.14)

四波矢因而是类光四矢量。量子理论中的光子四动量满足 pµ = h̄kµ，式(6.14)与后文无
质量粒子的质量壳条件一致。

6.7 相对论多普勒效应与光行差

设 S ′ 相对 S 沿 x 轴以速度 v 运动。将式(5.2)作用于四波矢，得到

ω′

c
= γ

(ω
c
− βkx

)
, (6.15)

即

ω′ = γω(1− β cos θ), (6.16)

其中 θ 是光在 S 系中传播方向与 x 轴的夹角，并使用了 kx = (ω/c) cos θ。对于沿 +x

方向传播的光，若接收者 S ′ 沿同方向远离光源，则 θ = 0，从而

ω′ = ω

√
1− β

1 + β
. (6.17)

频率降低，对应红移。接收者朝向光源运动时可用 β → −β 得到蓝移公式。

空间分量的变换还会改变光的传播方向。由 k′
x = γ(kx − βω/c) 与 |k′| = ω′/c 可得

cos θ′ = cos θ − β

1− β cos θ . (6.18)

这一关系称为光行差。多普勒效应和光行差由同一个四波矢变换同时给出，分别对应

其时间分量和空间方向的改变[5-6]。

7 四维矢量与相对论动力学

7.1 固有时与四维速度

第四部分已经由时空间隔定义了固有时间。沿粒子世界线有 |dr| = v dt，代入
式(4.10)得到

dτ = dt
√
1− v2

c2
=

dt
γ
. (7.1)
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四维速度定义为

Uµ =
dxµ

dτ = γ(c,v). (7.2)

它的闵可夫斯基模长为不变量：

UµUµ = γ2(c2 − v2) = c2. (7.3)

7.2 四维加速度与正交关系

四维加速度定义为四维速度对固有时的变化率：

Aµ =
dUµ

dτ . (7.4)

由于 UµUµ = c2 沿世界线保持不变，对固有时求导可得
d
dτ (U

µUµ) = 2UµA
µ = 0, (7.5)

因此

UµA
µ = 0. (7.6)

四维速度与四维加速度在闵可夫斯基内积下正交。该正交关系不表示它们在普通三维

空间中垂直，而是来自四维速度模长恒定。

记实验室系中的三维加速度为 a = dv/ dt。利用 d/ dτ = γ d/ dt，式(7.4)可写成

Aµ =
(
γ4v · a

c
, γ2a+ γ4v · a

c2
v
)
. (7.7)

三维速度和加速度平行时，空间分量化为 γ4a；二者垂直时，空间分量为 γ2a。这说明

坐标加速度的不同方向分量具有不同的相对论修正。

7.3 Fermi–Walker 输运与非自转标架

沿加速世界线比较不同时刻的空间方向时，需要规定观察者携带的标架怎样演

化。若只在每个时刻进行瞬时洛伦兹推动，非共线推动的复合会包含额外旋转。Fermi–
Walker 输运给出沿任意类时世界线保持陀螺仪方向的协变规则。

设 V µ(τ) 是沿世界线定义的四矢量。它满足 Fermi–Walker 输运条件时，有

dV µ

dτ =
1

c2
(AµUν − UµAν)V

ν . (7.8)

若 V µUµ = 0，它在观察者瞬时静止系中表示一个空间方向；式(7.8)保证这一正交关系
和 V µVµ 在输运过程中保持不变。取三个彼此正交的空间矢量 eµ(i) 作 Fermi–Walker 输
运，便得到观察者携带的非自转正交标架。自由陀螺仪的自旋方向在忽略外力矩时遵

循同一输运规律。

惯性运动满足 Aµ = 0，此时式(7.8)化为普通的平行输运，标架分量保持常量。对
于方向不断改变的加速运动，Fermi–Walker 标架与实验室坐标轴之间会积累托马斯旋
转；后文的托马斯进动角速度正是这种相对转动的三维表达[6,8]。



7 四维矢量与相对论动力学 23

7.4 固有加速度

固有加速度是粒子瞬时静止系中测得的加速度。由于瞬时静止系中 Uµ = (c,0)，

式(7.6)要求 A0 = 0，四维加速度只含空间分量。其大小可由洛伦兹不变量定义为

α =
√

−AµAµ. (7.9)

把实验室系三维加速度分解为平行和垂直于速度的部分，可得

α2 = γ6a2∥ + γ4a2⊥. (7.10)

对于一维运动，a⊥ = 0，因此

α = γ3a. (7.11)

固有加速度可以由随粒子运动的加速度计直接测量；实验室系中的坐标加速度 a 则随

粒子速度改变。

若粒子从 t = 0、x = 0 静止出发，并保持大小为 α 的恒定一维固有加速度，其世

界线可用固有时参数化为

ct(τ) =
c2

α
sinh

(ατ
c

)
,

x(τ) =
c2

α

[
cosh

(ατ
c

)
− 1
]
.

(7.12)

消去 τ 得到 (
x+

c2

α

)2

− c2t2 =

(
c2

α

)2

. (7.13)

它在闵可夫斯基图中是一条双曲线，而粒子的瞬时斜率始终对应低于 c 的速度。

x

ct x = ct− c2/α

t = 0, x = 0

Uµ

恒定固有加速度

世界线

图 4: 一维恒定固有加速度粒子的双曲线世界线。坐标以 c2/α 为单位；虚线是世界线

在未来方向渐近接近的类光直线。
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7.5 Rindler 坐标与加速视界

恒定固有加速度世界线可以推广为覆盖一族加速观察者的坐标系。取参考加速度

为 α，定义 Rindler 坐标 (η, ξ, y, z)：

ct =

(
c2

α
+ ξ

)
sinh

(αη
c

)
,

x+
c2

α
=

(
c2

α
+ ξ

)
cosh

(αη
c

)
.

(7.14)

固定 ξ 的坐标线都是双曲线，其中 ξ = 0 对应式(7.12)；不同坐标线的固有加速度为
α/(1 + αξ/c2)。将式(7.14)代入闵可夫斯基间隔，得到

ds2 =
(
1 +

αξ

c2

)2

c2 dη2 − dξ2 − dy2 − dz2. (7.15)

该式只是平直时空的非惯性坐标表达，时空曲率仍为零。坐标区域满足 ξ > −c2/α，边

界对应两条类光直线

x+
c2

α
= ±ct. (7.16)

这些边界构成 Rindler视界。持续加速的观察者只能接收特定时空区域发出的信号，因
此视界体现了加速运动对可观测因果区域的限制[6]。

Rindler 坐标在量子场论中还通向 Unruh 效应。具有恒定固有加速度 α 的观察者

把惯性观察者的闵可夫斯基真空描述为温度

TU =
h̄α

2πckB
(7.17)

的热态[9]。该效应发生在平直时空中，与 Rindler 视界以及不同观察者对粒子概念的划
分有关。其推导依赖量子场的模展开、Bogoliubov 变换和真空态结构，本文只说明它
与加速参考系的联系。

7.6 Born 刚性、Bell 飞船与 Ehrenfest 圆盘

相对论中不存在能够瞬时传递形变信息的理想刚体。较合适的运动学条件是 Born
刚性：相邻物质点在各自瞬时共动系中测得的距离保持不变。对于沿同一直线加速的
一列观察者，Born刚性要求不同位置具有不同的固有加速度。由 Rindler度规可见，固
定 ξ 的观察者具有

α(ξ) =
α

1 + αξ/c2
. (7.18)

后端的固有加速度较大，前端较小，这种分布才能保持瞬时共动距离恒定。

Bell 飞船思想实验展示了这一点。两艘初始静止且相距固定的飞船若在原实验室
系中采用完全相同的加速度程序，它们在该系中的坐标距离保持不变；两船瞬时共动
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系要求的固有距离却随洛伦兹因子增大。连接两船的细线因此受到拉伸并可能断裂。若

要求细线保持 Born 刚性，两船必须采用式(7.18)所示的不同加速度历程。

Ehrenfest 圆盘讨论旋转体系的几何。实验室系测量旋转圆盘的半径时，径向线元
与局部速度垂直；测量圆周时，圆周线元沿运动方向并涉及不同位置的同时性。圆周

与半径不能继续满足普通欧氏关系 C = 2πR。此外，圆盘上各点的瞬时静止系无法拼

接成覆盖整个圆盘的单一惯性系。该问题说明旋转参考系的空间几何和时钟同步已经

超出全局惯性坐标的范围[5-6]。

7.7 四维动量与能量–动量关系

对于静质量 m > 0 的粒子，固有时和四维速度均有定义，其四维动量为

pµ = mUµ =

(
E

c
,p

)
, (7.19)

这里把时间分量乘以 c 后记为 E，并把空间分量记为 p，于是

E = γmc2, p = γmv. (7.20)

自由粒子作用量给出的正则动量和哈密顿量分别等于 p 与 E，后文的作用量部分将直

接验证这一点；也可以由相对论功–能关系确认 E 的能量含义。由 pµpµ = m2c2 得

E2

c2
− p2 = m2c2, (7.21)

即

E2 = p2c2 +m2c4. (7.22)

粒子静止时 p = 0，式(7.22)给出静止能量 E0 = mc2。更一般地，能量和三维动量组成

四维矢量

pµ =

(
E

c
,p

)
, (7.23)

其闵可夫斯基模长给出质量壳条件 pµpµ = m2c2。对于无质量粒子，四动量不能借助固

有时定义，而由能量和动量在洛伦兹变换下组成四维矢量来定义；其不变模平方为零，

即 pµpµ = 0。光子的世界线为类光曲线，dτ = 0，因此不能使用 pµ = mUµ。由零质量

壳条件可得

E = pc. (7.24)

静止粒子的能量满足 E0 = mc2；具有任意动量的粒子满足式(7.22)。

7.8 四维力与三维功率

定义三维力为 F = dp/ dt。四维力是四维动量对固有时的变化率：

Kµ =
dpµ
dτ = γ

(
F · v
c

,F

)
. (7.25)
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时间分量使用了功率关系
dE
dt = F · v. (7.26)

对于静质量不变的粒子，pµ = mUµ，因此

Kµ = mAµ, KµUµ = 0. (7.27)

四维力的正交关系保证 pµpµ = m2c2 沿运动过程保持不变。若系统能够改变粒子的内

部能量或不变质量，则需要把相应自由度计入完整系统的四动量。

7.9 角动量张量

相对论中，轨道角动量可写成反对称二阶张量

Lµν = xµpν − xνpµ. (7.28)

它有六个独立分量。三个纯空间分量与普通角动量

L = r × p (7.29)

对应，三个时间–空间分量则与推动生成元及系统质心运动有关。若四维力矩

Nµν = xµKν − xνKµ (7.30)

为零，则 dLµν/ dτ = 0。角动量张量由此把空间旋转守恒量和洛伦兹推动守恒量统一

起来。这里的 Lµν 是粒子轨道角动量；第五部分的 Mµν 表示抽象的洛伦兹群生成元，

二者具有相同的反对称张量结构，但承担不同角色。

7.10 内禀自旋与 Pauli–Lubanski 四矢量

本小节进一步采用量子理论中的单粒子表示。具有内部自由度的粒子或场还携带

内禀角动量。总角动量张量写为

Jµν = Lµν + Sµν , Lµν = xµpν − xνpµ, (7.31)

其中 Sµν 描述自旋部分。不同观察者对空间角动量和推动分量的划分会发生混合，因

此三维自旋矢量本身不能完整表达相对论变换性质。

庞加莱对称性提供了协变描述。取 ϵ0123 = +1，定义 Pauli–Lubanski 四矢量

W µ =
1

2
ϵµνρσPνJρσ. (7.32)

它满足 W µPµ = 0。庞加莱群有两个常用的二次不变量

P µPµ, W µWµ. (7.33)
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对于质量为 m、自旋量子数为 s 的单粒子态，二者的本征值分别为

P µPµ = m2c2, W µWµ = −m2c2h̄2s(s+ 1). (7.34)

质量和自旋由此成为庞加莱群不可约表示的基本标签。无质量粒子的自旋信息通常用

螺旋度表示，即角动量在动量方向上的投影[7]。

7.11 小群与相对论粒子分类

庞加莱群对单粒子态的分类还可以通过小群说明。给定一个标准四动量 kµ，保持

它不变的洛伦兹变换集合称为该四动量的小群：

Gk =
{
Λ ∈ SO+(1, 3) | Λµ

νk
ν = kµ

}
. (7.35)

任意满足同一质量壳条件的四动量都可以由某个洛伦兹变换从标准四动量得到，因此

只需研究小群怎样作用于粒子的内部状态。

对于质量 m > 0 的粒子，可以选择静止系标准动量

kµ = (mc,0). (7.36)

保持该四动量不变的连续变换只有三维空间旋转，所以小群同构于 SO(3)；在量子理

论中使用其双覆盖群 SU(2)。粒子的内部状态按照角动量量子数

s = 0,
1

2
, 1,

3

2
, . . . (7.37)

分类，并具有 2s + 1 个自旋投影。这个结果与式(7.34)中的 Pauli–Lubanski 不变量一
致。

对于无质量粒子，不存在静止系，可取沿 z 方向传播的标准动量

kµ = (κ, 0, 0, κ), κ > 0. (7.38)

其小群同构于二维欧氏群 ISO(2)，包含绕传播方向的旋转以及两个类似平移的生成

元。对通常观察到的有限螺旋度粒子，平移部分在物理态上取平凡表示，绕动量方向

的旋转则给出相位

|p, λ〉 −→ e−iλθ|p, λ〉, (7.39)

其中 λ 是螺旋度。光子的两个物理偏振对应 λ = ±1。小群方法由此说明，有质量粒子

用静止系自旋分类，无质量粒子通常用螺旋度分类。ISO(2) 还允许连续自旋表示，但

这类粒子尚无实验依据，本文不作展开[7]。
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表 2: 有质量与无质量粒子的庞加莱小群分类。

类型 标准四动量 小群 常用内部标签

m > 0 (mc, 0, 0, 0) SO(3) 或 SU(2) 自旋 s

m = 0 (κ, 0, 0, κ) ISO(2) 螺旋度 λ

7.12 维格纳旋转与托马斯进动

洛伦兹代数中的 [Ki, Kj] 6= 0 表明不同方向的推动不对易。粒子沿弯曲轨迹运动

时，相邻瞬时静止系之间的推动方向持续改变，其累积效应包含一个空间旋转。该旋

转的连续极限称为托马斯进动，其角速度为

ωT =
γ2

γ + 1

a× v

c2
. (7.40)

当 v � c 时，

ωT ≈ a× v

2c2
. (7.41)

托马斯进动是维格纳旋转在连续加速运动中的表现，也可理解为 Fermi–Walker 非自转
标架相对于连续瞬时推动标架的转动。它在原子自旋–轨道耦合和相对论性束流动力学
中具有实际作用[6-7]。

7.13 系统四动量与不变质量

对于由多个粒子组成的系统，总四动量定义为各粒子四动量之和：

P µ =
∑
i

pµi =

(
Etot

c
,Ptot

)
. (7.42)

总四动量的闵可夫斯基模长是洛伦兹不变量，据此定义系统的不变质量 M：

M2c4 = E2
tot − c2|Ptot|2. (7.43)

这里的 M 是整个系统的质量，不等于各粒子静质量的简单相加。粒子之间的相对运动

能、束缚能和其他内部能量都会影响 M。在系统的质心系中，Ptot = 0，所以

ECM = Mc2. (7.44)

质心能量是能够用于产生新粒子或转化为系统内部能量的总能量。实验室系中的总能

量还可能包含质心整体运动对应的能量，因此高能碰撞通常使用 ECM 比较反应规模。
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7.14 相对论碰撞与反应阈值

孤立系统在碰撞或衰变过程中满足总四动量守恒：∑
i∈��

pµi =
∑
f∈��

pµf . (7.45)

该方程同时包含能量守恒和三维动量守恒，并且在任意惯性系中保持相同形式。对反

应

a+ b −→ 1 + 2 + · · ·+ n,

定义曼德尔斯坦变量

s = (pa + pb)
µ(pa + pb)µ. (7.46)

它在洛伦兹变换下保持不变，并满足

ECM = c
√
s. (7.47)

对于二体散射 1 + 2 → 3 + 4，还定义

t = (p1 − p3)
2, u = (p1 − p4)

2, (7.48)

其中四矢量平方表示闵可夫斯基内积。利用四动量守恒和质量壳条件可得

s+ t+ u = (m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4)c
2. (7.49)

s 描述总质心能量，t 和 u 描述不同粒子配对之间的四动量转移。它们使散射运动学可

以用与参考系无关的变量表达。

二体衰变也可由不变量直接求解。设质量为 M 的母粒子在静止系中衰变为质量

m1、m2 的两个粒子。末态动量大小相等、方向相反，其大小为

p∗ =
c

2M

√
[M2 − (m1 +m2)2] [M2 − (m1 −m2)2]. (7.50)

星号表示母粒子静止系。该式同时给出衰变允许条件 M ≥ m1 +m2，并说明二体末态

的能量由三个质量完全确定。

在反应阈值处，末态粒子在质心系中没有相对动能，因此

sthr =

(
n∑

f=1

mf

)2

c2. (7.51)

若实验采用固定靶构型，入射粒子 a 撞击静止粒子 b，则 pµb = (mbc,0)。设 Ea 为

入射粒子的总能量，由式(7.46)得到

s = m2
ac

2 +m2
bc

2 + 2mbEa. (7.52)
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结合式(7.51)可得阈值入射总能量

Ea,thr =

(∑
f mf

)2
−m2

a −m2
b

2mb

c2. (7.53)

固定靶实验中，一部分入射能量必须转化为末态整体动量。对撞机让两束粒子的总三

维动量在实验室中相互抵消，可以使更多能量进入质心系，从而显著提高可用于新粒

子产生的能量[5,10]。

8 协变电动力学

经典电磁学是狭义相对论的重要动力学实例。三维形式中的电场和磁场会随惯性

系改变，两者可以统一为四维场强张量。协变形式同时展示麦克斯韦方程的洛伦兹对

称性，并说明电场与磁场是同一电磁场在不同参考系中的分量。

8.1 四维势与场强张量

将标势 ϕ 和矢势 A 组成四维势

Aµ =

(
ϕ

c
,A

)
. (8.1)

采用四维导数 ∂µ = ∂/∂xµ，定义电磁场强张量

F µν = ∂µAν − ∂νAµ. (8.2)

它满足 F µν = −F νµ，六个独立分量正好对应电场和磁场的六个分量。在本文的度规约

定下，矩阵形式为

F µν =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 −Bz By

Ey/c Bz 0 −Bx

Ez/c −By Bx 0

 . (8.3)

势的规范变换

Aµ −→ Aµ + ∂µχ (8.4)

不会改变 F µν，因为偏导数彼此交换。规范自由度表明四维势的不同表示可以描述同

一个电磁场。
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8.2 四维电流与协变麦克斯韦方程

电荷密度 ρ 和电流密度 J 组成四维电流

Jµ = (cρ,J). (8.5)

四条含源麦克斯韦方程可以统一写成

∂µF
µν = µ0J

ν . (8.6)

当 ν = 0 时，该式给出高斯定律 ∇ ·E = ρ/ε0；当 ν = 1, 2, 3 时，它给出安培–麦克斯
韦定律。

定义对偶场强张量

F̃ µν =
1

2
ϵµνρσFρσ, (8.7)

另外四条无源方程可写成

∂µF̃
µν = 0. (8.8)

它包含磁场高斯定律∇ ·B = 0和法拉第电磁感应定律。对式(8.6)再作用 ∂ν，利用 F µν

的反对称性可得

∂µJ
µ = 0, (8.9)

这正是电荷守恒的连续性方程。

8.3 协变洛伦兹力

带电粒子在电磁场中的运动方程可写为

dpµ
dτ = qF µ

νU
ν . (8.10)

其空间分量等价于
dp
dt = q(E + v ×B), (8.11)

时间分量则给出功率关系
dE
dt = qE · v. (8.12)

由于场强张量反对称，UµF
µ
νU

ν = 0，所以四维力与四维速度正交。这与式(7.6)一致，
并保证带电粒子的静质量在经典电磁作用下保持不变。

8.4 带电粒子的协变作用量

自由粒子作用量可以加入电磁相互作用项。带电量为 q 的粒子在给定四维势中的

作用量为

S[x] = −mc

∫
ds− q

∫
Aµ dxµ. (8.13)
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第二项是沿世界线的四维标量积分，因此整个作用量具有洛伦兹不变性。用坐标时间

参数化后，其拉格朗日量为

L = −mc2
√
1− v2

c2
+ qA · v − qϕ. (8.14)

对粒子世界线作固定端点变分，可得

m
dUµ

dτ = qF µ
νU

ν , (8.15)

即式(8.10)。规范变换使作用量只增加端点项

∆S = −q[χ(x2)− χ(x1)], (8.16)

所以固定端点下的运动方程保持不变。

8.5 电磁场作用量与规范对称性

电磁场自身的动力学也可由作用量给出。令 d4x = d(ct) d3x，取

Sfield[A] =
1

c

∫
d4x

[
− 1

4µ0

FµνF
µν − JµA

µ

]
. (8.17)

对 Aν 作固定边界变分，并利用

δFµν = ∂µδAν − ∂νδAµ,

分部积分后得到场方程

∂µF
µν = µ0J

ν . (8.18)

无源麦克斯韦方程由 Fµν 以四维势定义时自动满足的 Bianchi 恒等式给出。

在规范变换 Aµ → Aµ + ∂µχ 下，场强项保持不变。源项的变化经过分部积分为

∆Ssource =
1

c

∫
d4xχ ∂µJ

µ, (8.19)

其中已忽略边界项。作用量对任意 χ 保持规范不变要求

∂µJ
µ = 0. (8.20)

规范对称性由此与局域电荷守恒直接联系起来[1,8]。

8.6 电磁场的洛伦兹变换与不变量

场强张量在洛伦兹变换下满足

F ′µν = Λµ
ρΛ

ν
σF

ρσ. (8.21)



8 协变电动力学 33

将电磁场分解为平行和垂直于参考系相对速度 v 的分量，可得

E′
∥ = E∥, B′

∥ = B∥,

E′
⊥ = γ(E + v ×B)⊥, B′

⊥ = γ

(
B − v ×E

c2

)
⊥
.

(8.22)

电场和磁场会在参考系变换中相互混合。两个由场强张量构成的洛伦兹不变量为

1

2
FµνF

µν = B2 − E2

c2
,

1

4
FµνF̃

µν = −E ·B
c

. (8.23)

它们使不同观察者能够对电磁场进行与参考系无关的分类。例如，若 E · B = 0 且

E2 > c2B2，则存在一个惯性系使磁场消失；若 E2 < c2B2，则存在一个惯性系使电场

消失。平面电磁波满足两个不变量都为零[1,8]。

8.7 均匀电磁场中的典型运动

协变洛伦兹力在均匀场中可以给出若干标准轨迹。先考虑粒子从静止出发，在 x

方向均匀电场 E = Eex 中运动，且 B = 0。动量方程为

dpx
dt = qE, px = qEt. (8.24)

利用 E2
p = p2xc

2 +m2c4，其中 Ep 表示粒子能量，可得

vx(t) =
qEt√

m2 + (qEt/c)2
, x(t) =

mc2

qE

√1 +

(
qEt

mc

)2

− 1

 . (8.25)

该运动具有大小 α = |qE|/m 的恒定固有加速度，并与式(7.12)描述同一类双曲线世界
线。坐标速度随时间趋近 c，不会达到或超过 c。

若只有均匀磁场 B = Bez，磁场不做功，所以 Ep 和 γ 保持常量。垂直于磁场的

动量作圆周运动，其相对论回旋角频率和轨道半径为

ωc =
|q|B
γm

, rL =
p⊥
|q|B

. (8.26)

平行于磁场的速度保持不变，因此一般轨迹为螺旋线。回旋频率随能量增加而降低，这

是同步回旋加速器必须进行频率修正的原因。

对于相互垂直且满足 E < cB 的均匀场，式(8.23)保证存在一个惯性系使电场消失。
该参考系相对实验室的速度可取为

vd =
E ×B

B2
, |vd| < c. (8.27)

在该系中粒子只作磁场回旋；变换回实验室后，回旋中心以 vd 漂移。这个例子把电磁

场不变量、参考系选择和粒子轨迹联系起来[1,8]。
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8.8 电磁场的能量–动量张量

电磁场本身携带能量和动量。为了在四维形式中统一描述能量密度、能流、动量密

度和应力，定义电磁场的能量–动量张量

T µν
em =

1

µ0

(
−F µλF ν

λ +
1

4
ηµνFρσF

ρσ

)
. (8.28)

它是对称张量。时间–时间分量给出电磁场能量密度

T 00
em = u =

ε0
2
E2 +

1

2µ0

B2, (8.29)

时间–空间分量给出能流

T 0i
em =

Si

c
, S =

1

µ0

E ×B, (8.30)

其中 S 是坡印廷矢量。由于 T µν
em 对称，T i0/c 同时表示电磁场的动量密度。空间–空间

分量则与麦克斯韦应力张量相联系。

8.9 推迟势与 Liénard–Wiechert 场

电磁相互作用以有限速度传播，因此观察点 (x, t) 处的场取决于电荷在较早时刻

的运动状态。对点电荷轨迹 z(t)，推迟时刻 tr 由

t− tr =
R(tr)

c
, R = x− z(tr), R = |R| (8.31)

隐式确定。记 n = R/R、β = v/c 和 κ = 1−n · β，点电荷的 Liénard–Wiechert 势为

ϕ(x, t) =
q

4πε0

[
1

κR

]
r
, A(x, t) =

v

c2
ϕ(x, t), (8.32)

方括号下标 r 表示其中各量均在推迟时刻取值。

由势求导得到的电场可以分成随 R−2 衰减的速度场和随 R−1 衰减的辐射场：

E =
q

4πε0

(1− β2)(n− β)

κ3R2
+

n×
[
(n− β)× β̇

]
cκ3R


r

, B =
1

c
n×E. (8.33)

第一项在近区占主导并随电荷匀速运动，第二项由加速度产生，在远区携带能量和动

量。因子 κ−3 使高速粒子的辐射集中在速度方向附近约 1/γ 的角范围内，这称为相对

论束射。

利用式(8.30)，对远区坡印廷通量积分可得 Liénard 辐射功率

P =
q2γ6

6πε0c3

(
a2 − |v × a|2

c2

)
. (8.34)

当 v � c 时，它化为 Larmor 公式 P = q2a2/(6πε0c
3)。平行加速时 P ∝ γ6a2，垂直加

速时 P ∝ γ4a2；后者解释了高能电子在同步加速器中显著的同步辐射损失[1,11]。
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8.10 一般物质的能量–动量张量

能量–动量张量也适用于粒子集合和连续介质。在介质的局域静止系中，T 00 表示

能量密度，T 0i 表示能流除以 c，T i0/c 表示动量密度，T ij 表示动量通量与应力。张量

形式把这些在三维语言中分开的物理量组织为同一几何对象。

对于没有压强和内应力的尘埃模型，设 ρ0 是局域静止系中的质量密度，则

T µν
dust = ρ0U

µU ν . (8.35)

更一般的各向同性完美流体具有局域静止能量密度 ε 和压强 p，其能量–动量张量为

T µν
fluid =

ε+ p

c2
UµU ν − pηµν . (8.36)

在流体静止系中 Uµ = (c,0)，所以

T µν = diag(ε, p, p, p). (8.37)

压强因而既是机械应力，也参与运动参考系中的能量与动量输运。取 p = 0 且 ε = ρ0c
2

时，式(8.36)化为尘埃模型。一般介质还可包含黏滞应力和热流，它们对应 T µν 的额外

分量[8]。

8.11 局域能量–动量守恒

结合麦克斯韦方程和场强张量的反对称性，可以得到

∂µT
µν
em = −F νλJλ. (8.38)

右端是电磁场作用于带电物质的四维力密度的负值。若物质部分的能量–动量张量记为
T µν

m ，则物质获得的能量和动量满足

∂µT
µν
m = F νλJλ. (8.39)

两式相加得到场与物质组成的封闭系统的局域守恒方程

∂µT
µν
tot = 0, T µν

tot = T µν
em + T µν

m . (8.40)

当 ν = 0 时，该式描述局域能量守恒；当 ν = 1, 2, 3 时，它描述三个方向的局域动量守

恒。在空间边界没有净通量或场足够快衰减的条件下，对空间积分便得到系统总四动

量守恒。局域方程还揭示，电磁场能量或动量的减少与物质所得完全对应，场和物质

之间可以持续交换能量与动量[1,8]。
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9 经典力学的低速极限

9.1 洛伦兹因子的展开

当 β = v/c � 1 时，二项式展开给出

γ = (1− β2)−1/2 = 1 +
1

2
β2 +

3

8
β4 +O(β6). (9.1)

图5显示，在低速区域 γ 非常接近 1，而当 v 接近 c 时迅速增大。

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

2

4

6

8

10

β = v/c

γ

精确值 (1− β2)−1/2

四阶低速近似

图 5: 洛伦兹因子随无量纲速度 β 的变化。

9.2 经典变换与经典动能的恢复

在所考察的有限时空尺度上，若 v/c � 1，同时有 vx/c2 相对于特征时间可以忽

略，则 γ = 1 + O(v2/c2)，时间变换中的相对性修正也可忽略。保持有限的 v、x 和 t，

并把 1/c 作为小参数展开，式(3.11)的一阶近似为

x′ ≈ x− vt, t′ ≈ t, (9.2)

即伽利略变换。另一方面，粒子总能量展开为

E = γmc2 ≈ mc2 +
1

2
mv2 +

3

8

mv4

c2
+ · · · . (9.3)

扣除与运动状态无关的静止能量 mc2 后，最低阶项正是经典动能 K = mv2/2。经典力

学构成狭义相对论在低速、弱相对论效应条件下的有效近似[12]。
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10 实验验证与实际应用

10.1 大气宇宙线 µ 子

µ 子静止系中的平均寿命为 τ0 ≈ 2.197 µs[10]。若完全使用经典估计，即使它以接

近光速运动，平均飞行距离也只有

cτ0 ≈ 660m, (10.1)

远小于其在高层大气中产生位置到地面的典型距离。取 v = 0.998c，有 γ ≈ 15.82，地

面系中的平均寿命和飞行距离约为

τ = γτ0 ≈ 34.8µs, d = vτ ≈ 10.4 km. (10.2)

只比较平均飞行距离还不够，因为衰变是随机过程。若传播距离为 L，地面系中存

活到该位置的概率为

P (L) = exp
(
− L

vγτ0

)
. (10.3)

取 L = 10 km，忽略时间膨胀相当于令 γ = 1，得到 Pclassical ≈ 2.5 × 10−7；采用相对

论时间膨胀则有 PSR ≈ 0.38。虽然真实大气中的产生高度、能谱和能量损失具有分布，

这一数量级比较已经显示两种预测的巨大差异。Frisch 与 Smith 对不同海拔处宇宙线
µ 子计数的比较给出了经典实验验证[13]。

Frisch–Smith实验在海拔约 1917m的华盛顿山记录到约 563个/小时的选定 µ子，

在剑桥海平面记录到约 412 个/小时；若不考虑相对论时间膨胀，同一传播过程只应留
下约 27 个/小时。图6把论文报告的计数率与经典模型预言并列展示。原实验还包含能
量选择、路径长度修正与能量损失分析。该图仅呈现最直接的数量级差异，完整数据

处理见原论文。

华盛顿山实测 海平面实测 无时间膨胀预言
0

200

400

600 563

412

27

µ
子
计
数
率

/(
h−

1
)

图 6: Frisch–Smith实验报告的近似计数率与无时间膨胀模型预言。数据来源：文献[13]。
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表 3: v = 0.998c 时 µ 子传播数量级比较。

物理量 不计时间膨胀 相对论结果

平均寿命 2.20µs 34.8µs
平均飞行距离 0.66 km 10.4 km

10 km 处存活概率 2.5× 10−7 0.38

在 µ 子自身参考系中，也可用长度收缩描述同一现象：大气层厚度缩短为地面系

厚度的 1/γ。两种描述不同，但对“µ 子是否到达地面”给出一致结论。

10.2 粒子加速器

粒子速度接近 c 后，继续输入的能量主要增加粒子的能量和动量，其速度保持在

c 以下。由

K = (γ − 1)mc2 (10.4)

可知，γ 随速度趋近 c而发散。现代同步加速器和对撞机必须使用相对论动量 p = γmv

设计磁场、轨道和碰撞能量。实验中能量与动量守恒也必须以四维形式处理[10]。

带电粒子垂直进入均匀磁场时，洛伦兹力只改变动量方向。由 |q|vB = pv/ρ 可得

Bρ =
p

|q|
, (10.5)

其中 ρ 是轨道曲率半径，Bρ 称为磁刚度。磁刚度直接反映高能粒子束偏转的困难程

度：动量越大，维持给定环形轨道所需的磁场或弯转半径越大。加速器实验常通过已

知磁场和轨迹曲率反推出粒子动量，这也是磁谱仪的基本原理。

电子等轻带电粒子沿弯曲轨道运动时还会产生显著同步辐射。对于半径为 ρ 的超

相对论圆周运动，将 a ' c2/ρ 代入式(8.34)，并乘以一周运动时间 2πρ/c，得到每圈辐

射能量损失的近似式

U0 '
q2γ4

3ε0ρ
. (10.6)

该损失随 γ4 快速增长，并随弯转半径增大而降低。因此高能电子环形加速器需要持续

补偿辐射能量，直线对撞机则可避免粒子反复弯转造成的累计损失。质子质量较大，在

相同能量下的洛伦兹因子较小，同步辐射效应通常弱得多[10-11]。

10.3 多普勒效应与运动时钟实验

Ives与 Stilwell使用高速离子束发出的谱线检验相对论多普勒效应。他们同时观测
顺向和逆向辐射，以一阶多普勒移动的对称组合提取与 v2/c2 同阶的横向多普勒项。实

验结果支持频率变换中的洛伦兹因子，并构成时间膨胀的早期光谱学检验[14]。
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Hafele 与 Keating 在 1971 年携带铯原子钟分别向东、向西绕地球飞行，并与地面
参考钟比较。运动导致的狭义相对论时间差与引力势导致的广义相对论时间差同时存

在；结合飞行路径、速度和高度进行修正后，实测钟差与相对论预言在实验精度内一

致[15-16]。这一实验包含狭义和广义相对论效应，验证了实际计时系统中运动学时间膨

胀与引力频移的联合计算。

现代光钟把检验推进到更小速度和更短距离。Chou 等人比较两台铝离子光钟，观
测到由相对速度低至约 10m/s 引起的时间膨胀，并分辨出高度差约 33 cm 对应的引力
频移[17]。光钟实验说明相对论时间变换已经进入实验室尺度的高精度计量。

10.4 现代技术中的应用

全球卫星导航系统需要对卫星钟进行相对论校正。以 GPS 典型轨道为例，卫星运
动造成约 −7.2 µs/d 的狭义相对论校正，引力势差造成约 +45.7 µs/d 的广义相对论校
正，合计约 +38.5 µs/d[18]。若不预先修正，定位误差会快速累积。狭义相对论还广泛

用于同步辐射、核物理、宇宙线研究和高能天体物理。GPS 的总校正同时包含狭义相
对论与广义相对论效应，其中运动学校正是实际工程的重要组成部分。

11 固有时泛函、双生子佯谬与变分原理

11.1 固有时泛函

对于连接两个固定类时事件的分段光滑世界线，可在一个惯性系中用单调增加的

坐标时间 t 参数化。沿世界线积累的固有时为

τ [x] =

∫ t2

t1

√
1− |ẋ(t)|2

c2
dt, ẋ =

dx
dt . (11.1)

这里 τ 的自变量是一整条轨迹 x(t)，因此它是泛函。不同世界线即使具有相同端点，也

可能积累不同的固有时。

自由粒子的作用量与固有时泛函成正比：

S = −mc2τ = −mc

∫
ds. (11.2)

对于静质量 m > 0的粒子，作用量与固有时具有相同的驻值路径；按照式(11.2)的负号
约定，最大固有时对应作用量的最小值。

11.2 Jensen 不等式与最大固有时

令总坐标时间 T = t2 − t1，并定义

f(v) =

√
1− |v|2

c2
, |v| < c. (11.3)
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函数 f 在允许的速度区域内是严格凹函数。对式(11.1)使用 Jensen 不等式，得到

τ [x]

T
=

1

T

∫ t2

t1

f(v(t)) dt ≤ f

(
1

T

∫ t2

t1

v(t) dt
)
. (11.4)

又因为
1

T

∫ t2

t1

v(t) dt = x(t2)− x(t1)

T
=

∆x

T
, (11.5)

所以

τ [x] ≤ T

√
1− |∆x|2

c2T 2
. (11.6)

严格凹性表明，等号仅在 v(t) 几乎处处恒定时成立。因此，在平直时空中，连接两个

固定类时事件的惯性世界线具有最大的固有时。这一结论是全局比较结果，不依赖某

一特定坐标系对路径进行分段计算。

11.3 双生子佯谬

时间膨胀具有表面的相互性：在匀速相对运动阶段，每位观察者都可以认为对方

的钟走得更慢。双生子佯谬据此提出疑问，当两人重逢时为何会出现确定的年龄差。考

虑理想化往返过程。地球双生子保持静止，旅行双生子以恒定速率 v 飞行，在总坐标

时间 T 的中点迅速转向，并以相同速率返回。地球双生子的固有时为

τE = T, (11.7)

旅行双生子的两段匀速世界线给出

τT = T

√
1− v2

c2
=

T

γ
. (11.8)

重逢时的年龄差为

∆τ = T

(
1−

√
1− v2

c2

)
> 0. (11.9)

两位观察者连接相同的出发事件和重逢事件，但经历不同的世界线。地球双生子的世

界线是一条惯性直线，旅行双生子的世界线在转向处改变方向并切换惯性系，其同时

面也随之改变。Jensen 不等式因此给出 τT < τE。有限时间的平滑转向会改变具体积

分，但不会恢复两条世界线的对称性；年龄差由完整世界线的固有时决定。

11.4 杆库悖论与超光速因果倒置

杆库悖论把长度收缩与同时性的相对性结合起来。设一根固有长度大于车库的杆

高速穿过车库。在车库参考系中，运动杆发生长度收缩，可以在某一时刻完全位于车库

内，并允许前后门同时短暂关闭。在杆的静止系中，车库发生长度收缩，无法在同一时
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图 7: 双生子佯谬的理想化时空图。两条世界线具有共同的出发和重逢事件，旅行者的
折线世界线积累较少的固有时。

刻容纳整根杆；然而两扇门的关闭事件在该系中并不同时。前门先开启后，杆的前端继

续运动，后门才关闭。两个参考系对门的动作次序采用不同的同时面，对所有局域事

件及其因果联系仍给出一致判断。任何要求杆瞬间整体停止的方案还会涉及应力传播，

必须使用 Born 刚性和有限信号速度分析。

类空分离事件的时间次序能够随惯性系改变。若假设存在速度 u > c 的信号，从

事件 A 传播到 B，在某一参考系中有 ∆x = u∆t。洛伦兹时间变换给出

∆t′ = γv∆t
(
1− uv

c2

)
. (11.10)

选择满足 c2/u < v < c 的惯性系便有 ∆t′ < 0，即该系认为接收发生在发送之前。若所

有惯性观察者都能按同一规则发送可控超光速回信，可以构造信号返回到原发送事件

之前的闭合因果链，通常称为快子反电话。光速上限因此同时维护洛伦兹对称性与因

果次序。相位速度等可以超过 c 的量不直接携带可控信息，不满足上述信号假设[5-6]。

11.5 Gâteaux 变分与自由粒子方程

Jensen 不等式给出固定端点之间的全局固有时比较。自由粒子的局部运动方程可
以从作用量的 Gâteaux 变分推出。用沿世界线单调增加的参数 λ 表示

S[x] = −mc

∫ λ2

λ1

√
ẋµẋµ dλ, ẋµ =

dxµ

dλ . (11.11)

取变分族

xµ
ε (λ) = xµ(λ) + εhµ(λ), (11.12)

其中变分方向满足固定端点条件

hµ(λ1) = hµ(λ2) = 0. (11.13)
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作用量在方向 hµ 上的 Gâteaux 导数定义为

δS[x;h] =
d
dεS[x+ εh]

∣∣∣∣
ε=0

. (11.14)

对式(11.11)直接求导得到

δS[x;h] = −mc

∫ λ2

λ1

ẋµḣ
µ√

ẋρẋρ

dλ. (11.15)

分部积分并利用式(11.13)消去边界项，可得

δS[x;h] = mc

∫ λ2

λ1

hµ
d

dλ

(
ẋµ√
ẋρẋρ

)
dλ. (11.16)

驻值条件要求该式对任意满足端点条件的 hµ 都为零，因此由变分法基本引理得到

d
dλ

(
ẋµ√
ẋρẋρ

)
= 0. (11.17)

选择 λ = τ 后，ẋµ = Uµ 且
√
UρUρ = c，于是

dUµ

dτ = 0. (11.18)

这表明自由粒子的四维速度保持不变，其世界线在惯性坐标中是一条直线。以坐标时

间为参数时，作用量对应的拉格朗日量仍为

L = −mc2
√

1− v2

c2
, (11.19)

并给出正则动量 ∂L/∂v = γmv 和能量 E = p · v −L = γmc2。因此，四维几何、泛函

极值和相对论动力学给出一致的自由运动规律[6,8]。

12 结论

本文从经典时空观与光速不变之间的矛盾出发，推导了洛伦兹变换。时间坐标中

的空间项直接来自相对性原理、光速不变和线性条件。矩阵关系 ΛTηΛ = η 揭示了闵

可夫斯基间隔、光锥和因果结构的不变性；四维张量及微分算符则为协变物理定律提

供统一记号。洛伦兹李代数用旋转与推动生成元描述连续时空变换，旋量表示补充半

整数自旋的变换结构；加入四维平移后得到庞加莱群，诺特定理进一步导出能量–动量
流和总角动量流的局域守恒。

同时性的相对性、时间膨胀和长度收缩都来自同一个时空变换。三维速度与加速

度、四波矢、四维速度和四维力共同构成相对论运动学与动力学。Fermi–Walker 输运
为加速观察者定义非自转标架，并与托马斯进动建立联系；Rindler 坐标刻画恒定加速
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观察者及其因果视界，Born刚性、Bell飞船和 Ehrenfest圆盘说明加速或旋转体系中的
长度关系。角动量张量和 Pauli–Lubanski 四矢量分别描述总角动量与自旋不变量。四
维动量的不变模还统一了系统质量、质心能量、二体衰变、Mandelstam 变量和反应阈
值。

带电粒子和电磁场的协变作用量分别给出洛伦兹力与麦克斯韦方程，均匀场中的

标准轨迹展示了协变方程的具体应用。Liénard–Wiechert 势和场体现电磁作用的推迟
传播，Liénard 功率公式则描述加速电荷的相对论辐射；能量–动量张量进一步统一场、
尘埃和完美流体的能量与动量输运。低速展开、实验检验、固有时泛函、经典悖论和

Gâteaux变分共同连接理论的近似极限、经验依据、因果结构与运动原理。全文由此把
时空几何、连续对称性、协变动力学、电磁辐射、连续介质、局域守恒和变分原理组织

为统一结构。

本文的主要结论适用于平直闵可夫斯基时空，并以惯性系之间的庞加莱对称性为

基础。加速观察者可以使用 Rindler 坐标和 Fermi–Walker 标架描述，但这些坐标仍建
立在零曲率时空上；当引力引起的时空曲率不可忽略时，需要采用广义相对论。文中

的粒子轨迹、电磁场和连续介质主要采用经典描述，旋量、自旋分类与 Unruh 效应只
用于说明量子理论中的相关结构；涉及粒子产生、真空涨落和相互作用量子化的问题

需要进一步使用相对论量子力学或量子场论。狭义相对论在这些推广中仍提供局域洛

伦兹对称性、因果结构和协变表述的基础。
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